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1. Introdução À Geometria Espacial

1.1. Ponto

Eventualmente já trabalhamos com figuras tais como: o círculo, o ponto e o quadrado.

Em figuras como essas, podemos localizar pontos.

Por exemplo: 

os centro do círculo: o ponto O

os vértices do triângulo: os pontos A, B, e C

os vértices do quadrado: os pontos M, N, P e Q. 

1.2. Reta

Com as mesmas figuras acima, podemos identificar e representar retas, por exemplo:

Observemos que: 

1) Pelo centro do círculo passam tantas retas quantas quisermos e dizemos que por esse ponto passam infinitas retas.

Pelo ponto o passam infinitas retas s, t, u, v, x, ...

2)  Por dois vértices do triângulo passa uma e uma só reta e dizemos que dois pontos distintos determinam uma única reta.

Os pontos B e C determinam a reta BC. A reta BC não é “limitada”, ela não “pára” em B, nem em C, nem em ponto algum.

O ponto A não está na reta BC, isto é, o ponto A está fora da reta BC, ele não pertence a esta reta.

3) O ponto R, centro do quadrado, está na reta MP, ou seja, M, R e P estão numa mesma reta M, R e P estão alinhados, isto é, M, R e P são colineares. 

1.3. Semi-reta   

Considerando o ponto R da reta MP, ele divide essa reta em duas semi retas: a semi-reta de origem em R e que passa por M e a semi-reta com origem em R e que passa por P. Estas duas semi-retas, RM e RP, são semi retas opostas.

Até agora apresentamos uma série de conceitos tendo como modelos o círculo, o triângulo e o quadrado, que são figuras planas, mas, como vamos estudar a Geometria Espacial, vejamos como exemplo uma figura espacial: o cubo. Temos idéia dele através da experiência, dados, cubos de gelo, caixas, etc.

Notemos que no cubo da figura acima:

1) temos pontos: por exemplo, os vértices A, B, C, D, E, F, G, e H.

2) podemos idealizar e representar retas: por exemplo, retas que contêm as arestas do cubo, tais como AB, BC, BG, etc.

1.4. Plano  

Agora, as faces do cubo como por exemplo o quadrado ABCD, são figuras planas. Observe o plano da face ABCD indicado na figura abaixo. É o plano (.

O plano ( é o plano da face ABCD. Observe que ele não é “limitado, não “pára” onde a figura termina.

Notemos que: 

1) No plano ( há pontos.

2) Fora do plano ( também existem pontos.

3) Três quaisquer dos vértices do cubo estão numa mesma reta, mas existe um plano ao qual eles pertencem.

Dizemos que três pontos não colineares determinam um plano.

Por exemplo, A, B e C determinam (.

O ponto D está nesse plano e dizemos que A, B, C e  D são pontos coplanares, enquanto que o ponto E não está em (, logo, A, B, C e E não são coplanares. 

Ainda , a reta AB, que tem os pontos A e B em ( em está contida em (, isto é, qualquer ponto dessa reta pertence ao plano (. O mesmo ocorre com as retas BC, CD e DA.

Dizemos que se uma reta tem dois pontos distintos num plano, então ela está contida no plano.

Por outro lado, há retas como as retas EF e CH que estão em (. Elas não estão contidas em (.

Retas como AB, BC, CD e DA, que estão num mesmo plano, são retas coplanares.

1.5. Semiplano

Considerando o quadrado ABCD no plano ( e a reta BD, notamos que o ponto A está de um lado dessa reta, enquanto o ponto C está do outro lado dessa reta. Cada um desses “lados” é um semiplano. 

Assim, a reta BD do plano ( divide esse plano em dois semiplanos: o semiplano de origem na reta BD e que contém o ponto A (semiplano (’) e o semiplano na reta BD e que contém o ponto C (semiplano (”). Esses dois semiplanos são opostos.

1.6. Semi-espaço

O espaço  é o conjunto de todos os pontos.

Vamos ver, com o auxílio de um cubo, como o espaço é dividido. 

Considerando o cubo ABCDEFGH e sendo ( o plano da face ABCD, observamos que os pontos E, F, G, H estão de um mesmo “lado” de ( e que do outro “lado” de ( não existe ponto do cubo. Cada um desses “lados” é um semi-espaço.

Assim, o plano ( divide o espaço em dois semi-espaços: o semi-espaço de origem em ( que não contém os pontos citados (semi-espaço (’) e o semi espaço de origem em ( que não contém os pontos citados (semi-espaço (”). Esses semi-espaços são opostos.

2. Noções E Proposições Iniciais

O ponto, a reta e o plano são nossas noções iniciais.

Necessitamos formar idéia deles e aprendermos a representá-los. 

Precisamos também entender, aceitar e saber representar certas propriedades que o ponto, a reta e o plano possuem. Essas propriedades, que seguem com destaque, são nossas proposições iniciais.

	Numa reta fora dela existem tantos pontos quantos quisermos.


Essa propriedade nos possibilita “pegar” na reta os pontos que precisarmos, o mesmo ocorrendo para pontos fora da reta.

	Num plano e fora dele existem tantos pontos quanto quisermos. 


	Dois pontos distintos determinam uma única reta.


Com essa propriedade ficamos sabendo que, dados dois pontos distintos A e B, existe exatamente uma reta que os possui, ou que por eles

	Três pontos são colineares  determinam um único plano. 


Isso significa que por três pontos não situados numa mesma reta (ou por três pontos não alinhados) passa só um plano que os possui.

	 Uma reta que possui dois pontos distintos num plano está nesse plano.  


Isso quer dizer que se uma reta tem dois pontos distintos num plano, todos os seus pontos pertencem ao plano (ela está contida no plano).

	Por um ponto passa uma única reta paralela a uma reta dada. 


Com isso, dado um ponto P fora de uma reta r, por P podemos traçar (construir) uma e uma só reta paralela a r. Se o ponto P pertence a r, a paralela é a própria reta r. 

Essa última propriedade é conhecida por postulado das paralelas ou postulado de Euclides (300 a.C). É a propriedade que caracteriza a geometria que temos estudado: a Geometria euclidiana. As discussões sobre esse postulado, também conhecido como quinto postulado de Eucllides, trouxeram muitos esclarecimentos, conhecimentos e idéias novas, gerando aberturas que motivaram muito progresso. As dúvidas a respeito dele só foram totalmente esclarecidas no século XVlll (21 séculos após seu aparecimento) e até então já haviam surgido outras geometrias que não são objeto de nosso estudo. 

Postulado é uma propriedade aceita como verdadeira sem demonstração. As seis propriedades iniciais citadas são exemplos de postulados. 

3. Determinação De Planos

Um plano pode ser determinado e quatro modos: 

	Por três pontos não colineares.


	Por uma reta e um ponto fora dela. 


Basta tomar em r dois pontos distintos A e B e o plano ( = (r, P).

	Por duas retas concorrentes.


Basta tomar um ponto a em r e um ponto B em s, ambos distintos de P, e o plano ( = (ABP) é o plano determinado por r e s, isto é, ( = (r, s).

	Por duas retas paralelas distintas. 


Basta notar que duas retas distintas paralelas são coplanares, portanto estão num plano. Para perceber que o plano é único, tomamos dois pontos distintos A e B numa das retas e um ponto C na outra. Assim o plano ( = (ABC) é o plano determinado por r e s, isto é, ( = (r, s).

 Paralelismo No Espaço
1. Posições relativas de dois planos

1.1. Planos secantes

	Dois Planos Distintos Que Se Interceptam (Ou Se Cortam) São Chamados Planos Secantes.


Quando dois planos são secantes a interseção deles é uma reta.

A única reta comum aos dois planos é a interseção deles ou o traço de um deles no outro.

1.2. Planos paralelos

	Dois planos são paralelos se, e somente se, ou não tem ponto comum ou são coincidentes.


( // ( ( (( ( ( = ( (( = ().

1.3. Posições relativas

Dois planos distintos podem ocupar as seguintes posições relativas: paralelos ou secantes.   

1.4. Resumo

	( e ((distintos ou coincidentes(têm ponto comum ( ( e ( são secantes ou não tem ponto comum ( ( e ( são paralelos ( (e ( são paralelos.


2. Posições relativas de reta e plano

2.1. Reta e plano paralelos

	Uma reta e um plano são paralelos se, e somente se, eles não tem ponto comum.

a // (   ( a ( ( = (


2.2. Posições relativas

Uma reta (a) e um plano (() podem apresentar em comum:

1) dois pontos distintos;

Nesse caso a reta está contida no plano.

a ( (; ( ( a = a

2) Um único ponto; 

Nesse caso a reta e o plano são concorrentes ou, ainda, a reta e o plano são secantes.

O ponto P é o traço de a em (.

a ( ( = {p}

3) Nenhum ponto; 

Nesse caso a reta e o plano são paralelos.

a ( ( = (
2.3. Resumo

	a e ( {têm ponto comum {único ( a e ( são secantes (concorrentes) mais de um ( a está contida em (
não têm ponto comum ( a e ( são paralelos. 


3. Retas reversas

3.1. Preliminares 

1) Consideremos uma reta r e um plano ( concorrentes e seja P o ponto comum. No plano (, tomemos uma reta s que não passe por P. Notemos que r e s não têm ponto comum e ainda que não existe plano algum contendo r e s simultaneamente.

2) Consideremos uma reta a paralela a um plano (. No plano (, tomemos uma reta b que não é paralela à reta a. Notemos que a e b não têm ponto comum e ainda não existe plano algum contendo a e b simultaneamente.

3.2. Definição

	Duas retas são chamadas reversas se, e somente se, não existe plano que as contenha. 


Se duas retas são reversas, de todos os planos que passam por uma delas, nenhum contêm a outra.

4. Posições relativas de duas retas

4.1. Critérios

Vamos analisar as posições relativas de duas retas segundo dois critérios.

1º critério: se estão ou não num mesmo plano.

No espaço, duas retas distintas podem ser coplanares ou reversas; são coplanares quando existe plano que as contém e são reversas quando não existe plano que as contém. Sendo coplanares, podem ser concorrentes (quando têm ponto comum) ou paralelas (quando não têm ponto comum).

Veja as figuras abaixo.

2º critério: se têm ou não ponto comum.

No espaço, duas retas distintas podem ter ponto comum ou não. Tendo ponto comum, elas são concorrentes; não tendo ponto comum, elas podem ser paralelas (quando estão num mesmo plano) ou reversas (quando não estão num mesmo plano).

4.2. Resumos

	r e s{distintas ou coincidentes ( r e s são paralelas {r e s coplanares ou reversas{r e s têm ponto comum ( resconcorrentes ou r e s não tem ponto comum ( r e s são paralelas 


	As retas têm ou não ponto comum:

r e s{distintas ou coincidentes ( r e s são paralelas{ r e s têm ponto comum ( r e s são concorrentes ou r e s não têm ponto comum{ r e s coplanares ( r e s são paralelas ou r e s não coplanares ( r e s são reversas.  


 Perpendicularidade No Espaço

1. Ângulo de duas retas reversas 

Ângulo de duas retas reversas é o ângulo que uma delas forma com uma reta paralela à outra passando por um ponto da primeira.

O ângulo formado pelas retas r e s reversas é o ângulo agudo que a reta r forma com a reta s’, paralela à reta s, por um ponto O pertencente à reta r.

r e s reversas

O ( r

O ( s’ e s’ // s

rs = rs’.

2. Retas que formam ângulo reto

2.1. Retas perpendiculares

Consideremos duas retas r e s concorrentes. Elas podem formar ângulo reto ou não.

Quando as retas concorrentes r e s formam ângulo reto, elas são perpendiculares.   

Quando as retas concorrentes r e s não formam ângulo reto, elas são oblíquas.

A perpendicularidade de duas retas é uma situação particular de retas concorrentes.

2.2. Retas ortogonais

	Duas retas são ortogonais se, e somente se, são reversas e formam ângulo reto.


Notemos que se a e h são reversas, e uma reta b’ paralela à reta b e concorrente com a é perpendicular à reta a, então as retas a e b são ortogonais.

Nas figuras acima, veja a situação de duas retas ortogonais a e b com o auxílio do cubo.

2.3. Resumo

	r e s são concorrentes{ formam ângulo reto ( r e s são perpendiculares ou não formam ângulo reto ( r e s são oblíquas

r e s são reversas{ formam ângulo reto ( r e s são ortogonais ou não formam ângulo reto ( r e s são reversas não ortogonais.


2. 4. Conseqüências

a) Se duas retas formam um ângulo reto, ou elas são perpendiculares (se forem concorrentes), ou elas são ortogonais (se forem reversas).

Usaremos o símbolo ( com o significado que segue: 

a ( b ( a e b formam um ângulo reto ( a e b são perpendiculares ou a e b são ortogonais ( a ( b ou a e ( b.

b) Se duas retas (a e b) formam ângulo reto e uma terceira reta (c) é paralela a uma delas (b), então ela forma ângulo reto com a outra (a).

Ou seja: 

Se a ( b e c// b, então a ( c.

Note, na figura, que a reta d é paralela a b e a c e é perpendicular à reta ª

(a ( d, b // d) ( a ( b)   (a ( d, c // d) ( a ( c

3. Reta e plano perpendiculares

3.1 Definição

	Uma reta concorrente com um plano num ponto O é perpendicular ao plano se, somente se, ela é perpendicular a todas as retas do plano que passam por O. 


Se a e ( são concorrentes O e a é perpendicular a qualquer reta x de ( que passe por O, então a ( (,

Se a ( ( em O, então a é perpendicular a qualquer reta x de ( que passa por O. O ponto é dito “pé da perpendicular”. 

Se uma reta e um plano são concorrentes e não são perpendiculares, eles são oblíquos.

A perpendicularidade de reta e plano é uma situação particular de reta e plano secantes (concorrentes)

3.2. Conseqüência

Se uma reta é perpendicular a um plano, então ela forma ângulo reto com qualquer reta do plano.

De fato, se a é perpendicular a ( O e x é uma reta qualquer de (, temos dois casos a considerar: 

Se x passa por O, a é perpendicular a x.

Se x não passa por O, a é ortogonal a x.

Temos, então: (a ( ( x ( a) a ( x.

4. Planos perpendiculares

4.1. Definição

	Dois planos são perpendiculares se, e somente se, um deles contém uma reta perpendicular ao outro.


Se ( ( (, existe uma reta a contida em (, tal que  a ( (.

(a ( ( e ( ( () ( a ( (
Se dois planos são secantes e não perpendiculares, eles são oblíquos.

A perpendicularidade de dois planos é uma situação particular de planos secantes.

4.2. Conseqüência

Se uma reta é perpendicular a um plano, então qualquer outro plano que se contenha a reta é perpendicular ao primeiro.

Se a ( ( e a ( (, então ( ( (.

 Aplicações

1. Projeção ortogonal

1.1.
Projeção de um ponto

A projeção ortogonal de um ponto sobre um plano é o pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto.

P’ é a projeção ortogonal de P sobre (.

P’ = proj(A; B’proj(B; 

C’ = proj(C.

1.2. Projeção de uma figura

A projeção ortogonal de uma figura sobre um plano é o conjunto das projeções ortogonais dos pontos da figura sobre o plano.

 1.3. Projeção de uma reta

Para obtermos a projeção de uma reta r sobre um plano (, há dois casos a considerar: 

1) Se a reta r é perpendicular ao plano (, sua projeção ortogonal sobre ele é o traço da reta no plano.

2) Se a reta r não é perpendicular ao plano (, a sua projeção ortogonal sobre ( é o traço (interseção) em (, do plano ( perpendicular a (, conduzindo por r. O plano ( é denominado plano projetante de r.

1.4. Projeção de um segmento de reta

Para obtermos a projeção e um segmento de reta AB sobre um plano (, também temos dois casos a considerar: 

1) Se o segmento AB é perpendicular ao plano, a sua projeção ortogonal sobre o plano é um ponto, que é o traço da reta AB em (.

2) Se o segmento de reta AB não é perpendicular ao plano (, basta projetar suas extremidades sobre ( para se obter a projeção do segmento.

2. Distâncias

2.1. Distância entre dois pontos

A distância entre dois pontos distintos A e B é o segmento de reta AB ou qualquer segmento congruente a ele.

Se A e B coincidem ( A = B), a distância entre eles é nula.

	dp, r = distância de P a r = distância de r a P = dp, p’


2.3. Distância entre retas paralelas

A distância entre duas retas paralelas é a distância de um ponto qualquer de uma delas à outra reta.

Para se achar a distância entre r e s paralelas, basta tomar um ponto P em r e achar a distância de P a s.

Sendo P ( r, PP’ perpendicular a s, com P’ ( s, temos: 

	dr, s = distância de r a s = distância de s a r = dp, s = dp, p’


2.4. Distância de ponto a plano

A distância de um ponto a um plano é a distância do ponto à sua projeção ortogonal no plano.

A distância de um ponto a um plano é a menor das distâncias do ponto aos pontos do plano.

Sendo P’ = proj( P, temos:

	dp, ( = distância de P a ( = distância de ( a P = dp, p’


2.5. Distância entre reta e plano paralelos

A distância entre uma reta e um plano paralelos é a distância de um ponto qualquer da reta ao plano.

Para se achar a distância entre uma reta e um plano paralelos, basta tomar um ponto P na reta e achar a distância de P ao plano.

Sendo P ( r e P; = proj( P, temos

	dr, ( = distância de r a ( = distância de ( a r = dp, ( = dp, p’


2.6. Distância entre planos paralelos

A distância entre dois planos paralelos é a distância de um ponto qualquer de um deles ao outro plano.

Para se achar a distância de dois planos ( e ( paralelos, basta considerar um ponto P num deles (por exemplo, P ( () e obter a distância do ponto P ao outro plano (().

Sendo P ( ( e P’= proj(P, temos: 

	d(,( =  distância de ( a ( = distância de ( a ( = dp,( =dp, p’


2.7. Distância entre duas retas reversas

A distância entre duas retas reversas é a distância de um ponto qualquer de uma delas ao plano que passa pela outra e é paralelo à primeira. 

Para se achar a distância entre duas retas reversas r e s, conduz-se por uma delas (por exemplo, s) um plano (() paralelo à outra (r) e se obtém a distância desta outra reta (r) ao plano (.

Sendo P ( r e P’ = proj(P, temos: 

	dr, s = distância de r a s = distância de s a r = dr,( = dp, ( = d,p p’ 


Teoremas Fundamentais 

1.
Introdução

Teorema é uma propriedade aceita como verdadeira mediante demonstração.

2.
Preliminares

Observemos o enunciado abaixo: 

Se uma reta a não está num plano ( e é paralela a uma reta b do plano, então ela é paralela ao plano.

Se a ( (, a // b, b ( (, ( Hipótese

Então a // (. ( Tese

Ou ainda

(a (  (, a // b, b ( () ( a // (.

Isso significa que se forem satisfeitas as três condições (hipóteses) a ( (, a // b, b (  ( podemos garantir que a // (, isto é, sendo a (  (, a // b, b ( (, então obrigatoriamente a será paralela a (. As três condições da hipótese são condições mínimas para ocorrer a tese.

Notemos que não é possível garantir o paralelismo de a e ( se apenas duas das três condições forem satisfeiras.

Por exemplo:

Se a ( ( e a // b, não podemos garantir que a é paralela a (, pois nada foi dito sobre a reta b. Nesse caso, a pode ser paralela a (, como também pode ser concorrente com ( dependendo da posição de b em relação a (.

Procure verificar, investigar e argumentar para se convencer de que com as três condições satisfeitas a ( (, a // b, b ( (, realmente a reta a tem que ser paralela ao plano ( (não há outra alternativa).

Veja a seguir a mesma propriedade comentada acima, formalizada como um teorema com enunciado, hipótese, tese e demonstração.

2.2.
Teorema 1 

	Se uma reta não está contida num plano e é paralela a uma reta do plano, então ela é paralela ao plano.


hipótese

	a ( (, a // b, b ( (


tese

	a//(


Demonstração:

Inicialmente notemos que a e b determinam um plano ( e que b = ( ( (.

Provemos que a ( ( = (. Logo a e ( não têm ponto comum, ou seja, a // (.

3. Paralelismo de dois planos

3.1. Preliminares

Consideremos o enunciado abaixo:

Se um plano (() contém duas retas ( a e b) concorrentes, ambas paralelas a um outro plano (()m então esses planos são paralelos ou se a ( (, b ( ( a ( b = {P}, a // (, b // (, então ( // (.

Ou ainda (a ( (, b ( (; a ( ( = {P}; a // (, // (} ( ( // (.

Da mesma forma que no primeiro teorema, neste aqui as condições da hipótese. 

 a ( (, b ( (
  a ( b = {P}  

a // (,b // (}

(a e b em () 

 (a e b concorrentes) 
( a e b paralelas a ()

garantem o paralelismo de ( e (.

Notamos que, excluindo uma das condições, os dois planos poderiam não ser paralelos. Por exemplo, com a ( (, b ( (, a // ( e b // ( (excluímos a condição de a e b concorrentes), ( e ( tanto podem ser paralelos como secantes.

Procure se convencer de que, com as condições dadas (a e b em (, a e b concorrentes, a e b paralelas a (), os dois planos realmente têm de ser paralelos (não há alternativa.

Veja a seguir a mesma propriedade formalizada como um teorema com enunciado, hipótese, tese e demonstração.

3.2. Teorema 2

	Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano, então esses planos são paralelos.


Hipótese

	a ( (, b ( (; a ( b = {o}; a // (, b // (


Tese

	a // (


Demonstração: 

Os planos ( e ( distintos. Provemos que eles são paralelos pelo método indireto de demonstração.

Se existisse uma reta i tal que i ( ( ( ( , teríamos:

(a // (, a ( (, i = ( ( () ( a // i; b // (, b ( (, i = ( ( () (  // i

O fato de a e b serem concorrentes e ambas paralelas a i é um absurdo contra o postulado das paralelas ( postulado de Euclides). Logo, ( e ( não têm ponto comum, e, portanto, ( // (.

4. Perpendicularidade de reta e plano

4. 1. Preliminares

Se uma reta (a) é perpendicular a duas retas (b e c) concorrentes de um plano ((), então ela é perpendicular ao plano.

Ou se a ( b, a ( c, b ( c = {P}; b ( (, c ( (, então a ( ( ou ainda (a ( b, a ( c, b ( c = {P}; b ( (, c ( () ( a ( (.

O significado do teorema é traduzido do seguinte modo:

Satisfeitas as condições da hipótese: 

a ( b, a ( c;

 

b ( c = {P};

 b ( (, c ( (
(a perpendicular a duas retas)
(concorrentes)
(de um plano) podemos garantir que a reta é perpendicular ao plano.

Notemos que, excluindo a ( c, isto é, mantidas as outras hipóteses e supondo a não é perpendicular a c, a reta a pode ser oblíqua ( ou até estar contida em (.

2) excluindo a condição de b e c serem concorrentes.

A reta a, sendo perpendicular à reta b e à reta c de (, está contida em ( e, portanto não é perpendicular a (. (Note que, se as retas distintas b e c estão em ( e não são concorrentes, então elas são paralelas.)

Por fim, procure se convencer de que com as condições dadas ( a ( b, a ( c; b e c concorrentes; b ( ( e c ( () a reta e o plano (a e () obrigatoriamente são perpendiculares (não há outra alternativa).

Veja a seguir a propriedade acima formalizada.

4. 2. Teorema 3

Hipótese

	a  ( b, a ( c; b ( c = {O} b ( (, c ( (


Tese

	a ( (


Demonstração:

1) Para provarmos que a ( (, devemos provar que a é perpendicular a todas as retas de ( que passam por O. Para isso, basta provar que a é perpendicular a uma reta x genérica, de (, que passa por O.

2) Tomemos em a dois pontos A e A’ simétricos em relação a O (AO ( AO); tomemos ainda um ponto B ( b e um ponto C ( c, tais c que BC intercepta x num ponto X. Notemos que, nessas condições, b é mediatriz de AA’, e c é mediatriz de AA’, por isso AB = A’B e AC = A’C. Notemos que ainda que nosso objetivo, agora, é provar que x é mediatriz de AA’.

3) (ABC = A’BC, então os ângulos e A’BX são congruentes; (ABX = (A’BX e daí AX = A’X.

Então, temos: AX = A’X ( x é mediatriz de AA ( a ( x ( a ( (.

Observações: 

1) O símbolo = foi usado com o significado de congruente.

2) O enunciado do teorema anterior pode ser generalizado como segue:

	Se uma reta forma ângulo reto com duas retas concorrentes de um plano, então ela é perpendicular ao plano.


De fato se a ( b em P e a ( c, basta conduzir c’// c, por P, que recaímos no teorema anterior; se a ( b e a ( c, necessitamos conduzir b’// b e c’// c pelo ponto onde a toca em (.

5. Perpendicularidade de dois planos

5.1. Preliminares 

Se dois planos (a e () são perpendiculares e uma reta (a) de um deles (() é perpendicular à intercessão dos planos (i), então ela é perpendicular ao outro plano (().

Ou se ( ( (, i = ( ( (, r ( ( e r ( i. então r ( ( ou ainda (( ( (, i = ( ( (, r ( ( e r ( i) ( r ( (.

Da mesma forma que nos teoremas anteriores, observe que não satisfeita uma condição da hipótese, por exemplo, se ( e ( forem secantes e não perpendiculares a (.

A figura procura dar a idéia de que (, não é perpendicular a ( e portanto r que tem todas as condições de r, não é perpendicular a (.

5.2. Teorema 4

	Se dois planos são perpendiculares e uma reta de um deles é perpendicular à interseção, então ela é perpendicular ao outro.


Hipótese

	a  ( (;  i = ( ( (; r (  (; r (i


Tese

	r ( (


Demonstração:

Se ( ( (, então ( contém uma reta a ( (. Essa reta a é, então perpendicular a i. Em (, temos:

( ( i r ( i ( a // r.

Sendo a // r e a ( (, então r ( (.


